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Uber Volumen und Oberfliche der Krystulle.

Von Dr. Albrecht S chrauf.

Universititsdocent und Custosadjunct am k. k. Hof-Mineraliencahinet.
(Mit 1 Tafel.)

§. 1. Ein fiir den Causalnexus der Formen wichtiges und interes-
santes Capitel ist jenes iiber die Ermittlung des Volumen der Kirper.
Naumannhat bereits 1830 in seiner ausgezeichneten Krystallographie
diesem Gegenstande seine Aufmerksamkeit gesclienkt, doch — wenn
auch die Formen seither invaviabel blieben, so wechselten denn doch
die den Untersuchungen zu Grunde gelegten Theorien.

Die Drucklegung wneines Lehrbuches der physikalischen
Mineralogie war fir mich nun Veranlussuug die ziemlich weit-
laufigen Rechnungen nach den Grundzigen des von mir befolgten
Systems auf’s neue durchzufilbren, und ich gebe hiervon in uach-
folgenden Zeilen die Resultate.

Der Korperinhult jeder Form kaau berechnet werden, wenn
man die Gestalt in Theilpyramiden zerlegt, fir welche die Flichen
der Form die Basis bilden und der Scheitel im Coordinatenmittel-
punkte liegt. Das Velumen des Korpers ist sodann die Summe der
Volumiua dieser Theilpyvamiden, so wie die Oherfliiche die Gesammt-
summe der Flichen dieser Basen.

Da nun das Volumen einer Pyramide eine hekaunte Function
der Obertliche und Hiohe — Ietatere fillt bei der obigen Hypothese
mit der Linge der Flichennormale zusammen — ist, so eriibrigt
nur die Formelu fiie ddie Oberfliche der als Basis zu betrachtenden
Flichen aufzustellen.

Die Addition der Werthe liefert Kubikinhalt und Oberfliche
der Form, die Specialisirung von (844, « b ¢) wird die Systeme,
Jjene vou (hk() dic Formen liefern.
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$.2.SeiinFig. 1 das Volumen der Pyramide (ZIK L0 )zu ermitteln,
so ist, nnter der Voraussetzung belicbiger Werthe von (&%¢) und
(@ b ¢) — letztere sind ident mit den Axenlingen 04, OB, OC —
und von OP als Normale auf die Fliche P (hikil).

Vol [HHKLO] = 1 0P X A[HKL]

OP— ;—’ cos PX = ;’ cos PY = %cos PZ
- .

v

W - /L-‘,.',_i._yi'___z2 2
A (1]11])_ ay sin L = 2 xy [ Ve 22— (—z__) ]

Aus dieser Gleichung folgt da

=002+ 0k*—2. ok. ol. cos &

yr==0l*+ oh*— 2. oh. ol. cos v

22=0h2+4 0k*— 2. oh. ok.cos ¢
a b c .

0/¢=]7 2 0/:=IT g 0l=7 g

A(IKL)= Sl ‘/[(c”/» 2 b22—20bc kil cos &) (¢2hr+4-al2—2achl cos v)

— (e2hk+ablzcos E—ackl cos n—behl cos £)].

Aus der' Verbindung dieser Gleiehungen folgt nun Volumen
und Oberfliche der Partialpyramide. Die in den nachfolgenden
Formeln angewendeten Codflicienten 2, 4, § deuten die Zahl der
zu summirenden Theilpyramiden an, um zur Kenntuiss der ganzen
Form zu gelangen, die Nenner hingegen 3 . . . M sind die
bekannten bei der Bestimmung der cos PX...sich entwickelten
Werthe 1), welche sich dureh systemgemisse Specialisirung von
(&n¢ ube) von einander ableiten lassen.

M, = h2b2e2 sin 2E + k2ace sin 2 4 [2a2b?sin ¢
— 2abe [chl(cos¢—cos & cos ) 4 bhl (cosy
— cos& cos¢) + alkl (eos&— cos&eosn)]

') Fiir die Ableitung der Werthe M, . . . Mg kann ich auf mein demniichst
erscheinendes Lehrbuceh der physikalischen Mineralogie. I. Theil,
Cap. 9 verweisen, ’
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1. Triclinisches System

B
O [kl =557 ‘/ [(c2k24b212—2bekicos &) (c2h2+a2lr—2achlcos)
— (c2hk4-abl>cos ¢ — acklcosn — be hilcos £)2]

abe
3 M,

Vi [hkl] = 0, [hk1)

2. Monoclinisches System

0, [hkl] = ﬁ V[(c‘lkﬂ—}-b?l?) (ch2~w2l2—2achl cos ) —
— (e*hk — ac ki cos )]

abe

Vo (k) = 557

0, [ hEL]
3. Prismatisches System

0; [hKl] = 2—272‘/[(0%?—}—1)3!2) (c2h34a2l?) — (e*hk)?]

abe
A

4. Orthohexagonales System
0, [hkl] = -2ISW ‘/[(cﬁkﬁ—i—a?lﬁ) (c2h2+3azlz)—cehk?|

Vi (k) = 52 /, -0y [hkl)

V, [hkl] = 0, [hht)

5. Pyramidales System

05 [hEl] = 2—1877 \/[(c?k?—i— @) (czh2+ a2lz) — c+hek?]
ac

7 /]
Vi (k] = 5

05 [hi1)
6. Tesserales System

8 ,
0 [1K1]) = 57 ‘/ [(k2 12) (het 1) — heke]

Vi |hkl| = ?7;1 0 [hkl)

Sitzb, d. mathem.-naturw. Cl, L. Bd. I. Abth. 35
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§. 3. Dureh diese Formeln ist es nun moglich, zur Kenntniss des
Volumen in allen jenenFillen zu gelangen, in welehen die Endpunkte
der Partialpyramiden in den Axenebenen liegen und also einen voll-
stindigen Okfanten nmfassen.

Dureh die hohere Symmefrie der gleichen Parameter entstehen
aberim tesseralen, pyramidalen und orthohexagonalen System Formen,
wo in einem Oktanten mehrere Flichen vorkommen und hierdurch
die directe Auwendung der obigen Formeln unmiglich ist.

Die divecte Bereehnung soleher Formen, ich erwihne Tetra-
contaoktaéder, §-und {2seitige Pyramide, Rhomboé&der, Skalenoéder,
kann darauf basirt werden, die Zwischenaxen, d.i. die Verbindungs-
linien des Coordinatenmittelpunktes mit den Endpunkten der Flichen,
welche jedesmal in Dreiecke zerlegt wevrden iniissen, als neune
sceundire, triclinische Axen aufzufassen, deven Liinge und Lage
ans den bekannten Daten zu berechuen und schliesslich mittelst
derselben und der obigen LFormeln zur Volumberechnung iiber-
zugehen.

In etnzelnen Fillen, namentlich bei Vorhandensein eines
symmetrisch horizontalen Durchschnittes fiihrt eine zweite indirecte
Methode zum Ziele, welche darin besteht, die in der Coovdinaten-
ebene (XY) licgende Fliche als Basis und die hierauf senkrechte
(also parallel Z) als Normale, d. i. Hohe anzunehmen.

§.4.In den nachfolgenden Zeilen sind die Volumsbestinmungen
der Hauptformen angefibrt, die Oberfliche lisst sieh durch die
Kenntniss der Normale leicht daraus ableiten. Um die Anfibrung
der oft weitliufigen Rechnungen zu ersparen, so habe ieh nur die
Ermittlung der Hanptformen angegeben.

A. Tesservales System.

@) Holo&drische Formen: Tetracontavktaéder (hikl), Ikosi-
tracder (hll), Triakisoktaéder (hhl), Tetrakishexaider (hko)
Rhombendodekaéder (110) Oktaéder (111), Hexaéder (100).

Zur Erliuterung der an der allgemeinsten Form (hkl) ducch-
2; in welchem der positive
Oktant des Tetracontaoktaider dargestellt ist.

Aus den allgemeinen Eigensehaften der Form folgt, dass

=R =P
04 =05 = 0C
PO = OB = PoC

zufiihrenden Rechnungen diene Fig.
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OP coincidirt somit mit der Normale auf die Oktasderfliche
und die Winkel sind somit

cos (POA = POB = POC) = 17“)_
J

tang (POA = POB = POC) = v2

Nach diesen Erirterungen kinnte die directe Berechnungs-
methode durch die Zerfillung der Form in 8 gleiche Pyramiden,
deren Scheitel in O liegt, beginnen; wo dann die Partialoberfliche
(APM) einer derselben gesucht und mittelst der Normale auf (hkl)
das Volumen ermittelt werden kamu.

Ein zweiter indirecter Weg — der auch im nachfolgenden bei-
behalten ist, besteht fiir das Volumen der Pyramide POAM darin,
die Fliche AOJ als Basis und die Senkrechte von P (Pu), als Hohe
anzunehmen.

Es ist nun

<X AOM = <f BOM = 450

tang $ = % =]l:‘ HRY) =A1‘ctang%
—tang p — tang (45 +9) 5 ¢ = Are.tang (11
: k41 . I
Sin @ = Vg‘y_;ﬁ_ 5 sin Y = m
OM— z:;‘ ;’; 04 — hf/.-
1 1

A 0N =54 (h+F)

Nach Ermittlung der Basis ist die Hohe Prn = ON zu
bestimmen.

oM vy21
OL  L+k
PN= NL tang ) = NO tang PON

! L
J\O—PN—W

fang 2 =

30
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Aus diesen beiden Resultaten folgt als Volumen der Partial-
pyramide POAMN

1 1
6h(h4k) (h+k+1) -

Da nun die vollstindige Form des Tetracontaoktadder aus 48
soleher Theilgestalten besteht, so ergibt sich fiir denselben nach-
folgender Kubikinhalt, wobei A>4>{ gesetzt ist.

8
A EIETEY)

Aus dem bekannten Volumen berechuet sich die Oberfliche
dureh die Hiuzufigung der Coéfficienten: 1/; Normale auf die
Oberfliche.

Letztere ist daher fiir den Tetracontaoktaéder.

Vol (POAM) =

Ve (hkl) =

Ve . 2
05 (hht) =24 VIt kel
h(h+E)y(h+E4+1)
Naeh dieser Methode berechnet sind die im folgenden angege-
benen Resultate; die Oberfliche wurde nicht angegeben, da sie sich
immer leicht berechnen lisst. hA>k>1.

1
1. Tetrac acder. V; (hkl) =
Tetracontaoktaéder. V; (Rkl) Sh EDICTED)
1
2. lkositetraéder. o (Wll) = 8 —— o ———
ositetracder Vi (hll) =8 RO D) (i 20)
P . , !
3. Triakisoktacder. Vs (hhl) = 4/1(‘T+1—)
4. Tetrakishexuéder.  V; (hko) = 8§ m
5. Dodekadéder. Ve (110) = 2
6. Oktaéder. ) = —i
7. Hexuéder. Vs (100) = 8.

6 ) Parallelflichig hemiedrische Formen: Dyakisoktadder = (hkl)
und Pentagondodekaéder = (hko).

(2h=— Lk — k)
b (hs—kt) (hx+-hk—+-hl)

1. Dyzkisoktaéder. sm (hkY) =4
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2h— k)
s (h+ k)
¢) Geneigtflichig hemiedrische  Formen: Hexakistetraéder
x (hkl), Trigondodekaéder = (hil). Deltoiddodekacder » (hhl).
Tetraéder » (111).

2. Pentagondodekac@er. V; = (ko) = 4

1
cakisietracder. (k) =8 —— - ——
1. Hexakistetrasder. Vg = (hkl) AT i) —F]
. w4 1
e Tl'lgol]dodel\abdel. V(‘; 74 (]ll,) = 8 m
1

i i 7 o —_8 -
3. Deltoiddodekaéder. V; « (hhl) = 8 TEE—T

| &

4. Tetraéder. sr(111) = 3

B.Pyramidales System.
a) Holoédrische Formen. Ditetragonale Pyramiden (hil),
Protopyramiden (hkl), Deuteropyramiden (Lol).
Die Ableitung des Volumen der achtseitigen Pyramide ist nach
den bei Tetracontaoktueder angewendeten Verfahren leicht.
Nimmt man wieder den horizontalen Durchschnitt als Basis der
Theilpyramiden, so ist durch dic Coordinate (ZZ') auch zugleich

die Hohe gegeben, welche daher mit 7 coincidirt.

Da also die Hohe hierdurch hekannt ist, so ist zum Volumen
nur die Basis noch zu bestimmen.
In Fig. 3 ist

tang ) = ]i 3 sin P = L
TTE YT Viede
¢ = Arc. tang (/—lj_-é) ;osing = —hi—h——
h— k v2 Vet ke

-
oM = 0430% _ V24

sing b4k
1 az
A O = 50055

Daher in Fig. IV. das Volumen der Theilpyramide

1 e

Vol (0AMO) = g 7t
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Da nun die vollstandige Form aus 16 Theilpyramiden besteht,
so ist das vollstindige Volumen und die Oberfliche der ditetragonalen
Pyramide (hki).

a2 Ot azc

0, (ukt) = SeV heertkeer - b

h(h+ k)
Es ergeben sich daher fiir das pyramidale System nachstehende
Formeln :
1. Ditetragonale Pyramide. V; (hkl) = § _
& : ’ S (h+F)
. 4 axc
: At T (hk]) — = s
2. Protopyramide. ; Vs (kD) 3 0
. S a2
3. Deuteropyramide. V; (hol) = 3 7l

b) gencigtflichig hemitdrische Formen: tetragonale Skalenoé-
der z (hk{) und Sphenoide z (hhl).

8 a2

1. Tetragonale Skalenoéder. V5 2 (hkl) = 7;
o L~

. . 8 azc

2. Sphenoid. Vs » (hhl) = T

¢) parallelflichig hemiédrische Form:

 Sace(lrH-2hk— k2
1. Tetragonale Trapozoéder. Vy = (hkl) = ‘ g)(hl‘*l—i(»h—ll—/')z )

C.Orthohexagonales System. « .
@) Holoédrische Formen: dihexagonale Pyramide (hkl),

Protopyramide (£kl); Deuteropyramide (okl).
Die Berechnung der vollflichigsten Form (k1) k>h ist
begriindet auf den in Fig. 8 dargestellten Durchschnitt, welcher die

1 .
Basis der Theilpyramide ist, wobei die Hohe 7 mit der Axe ¢ coin-

cidirt.
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In Fig. 5 ist.

LR V3
tangv=_"" . siny = —— .
i h h Vi 3k
h+ 3k
—tang o= tang (3004 ) ; tang y = ————
s ¢ c( +‘r’) 8 ¥ V3(/.:——]z)
sing— 3% gy_2V3a
2V 4 3k h+3k
1 V3
A (ONB) =~ V3ar
2k (h+3k)

Das Volumen in Fig. 6 der Theilpyramide (CONDB) ist somit

Vg ac

Vol (c¥oB) =23 pties

Da die vollstaindige Form 24 solcher Theilpyramiden hat, so
ist fiir dieselbe folgender Werth des Volumen und der Oberfliche gel-
tend, wobei £>/ gesetzt.

Vi (bt = 4V 3we
kil (b 3k
0, (hitl) = 12 a Ve 4 3k + 3l2a2
i (k& %)

Es ergeben sich fiir das orthohexagonale System folgende
Resultate :

/.
L. Dihexagonale Pyramide. V; (hil) = I—-14(‘7 i_";}i)
il (h ;
D A gy .V 8 dic
2. Protopyramide. V, (kkD) = i’
. 4 a
3. Deuteropyramide. Vi (0kl) = T
o T

) Parallelflichig hemiédrische Formen: Hexagonale Skalenog-
der = (hkl); Rhomboéder = (Lki).

4 azc
Vs ki

1. Skalenoéder. V, = (hil) =
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4 a
V3 i
c) Geneigtflichig hemiédrische Form : hexagonale Trapezoéder,

% (hEt).

o

2. Rhomboéder, V, = (kkl) =

1. Trapezoéder. Vyx (Rkl) = 4V “;Cl((k]i]’.)/()gk—k)
2l (h+ Sk)=>

d) Parallelflichig tetartoédrische Form: Tritorhomboéder,
é(hkl).

1. Rhomboéder. ¥, % (hkl) =

4 azc

V3 (k24 3k2)
e¢) Geneigtflichig tetartoédrische Form: Trigonale Trapezoéder,
vl (hkl).

. % 2 acc6hk+ 3k2—he

1. Trapezoider. ¥, 5 (hkl) = Vs G

In den folgenden prismatischen Systemen fehlen geschlossene
mehrzihlige Formen, da fiir die speciellen Combinationen, aus den
gegebenen Verhiltnissen der Kantenlinien und Durchschnitte die
analytische Entwicklung vorgenommen werden muss.

§. 5. Die im obigen entwickelten Volumina lassen bereits in
mehreren Punkten interessante Verhiltnisse erkennen.

Wiihrend W eiss und Naumann, von derTheorie ausgehend,
mehrere dieser in den Volumen verschiedener Korper statt-
{indender Beziehungen aufstellten, haben von praktiseher Construc-
tion beginnend, Theodor Gimbel in Landau und namentlich in
jiingster Zeit Herr Regimentsarzt Wolff in Libin bei Prag, durch
Modelle die gegenseitige Ableitbarkeit verschiedener Formen (bedingt
durch rationale Verhiltnisse des Kubikinhalts) dargelegt.

Wolff's ausgezeichnete Modelle, welche ich durch Herrn Dr.
Volger's Giite vor wenigen Wochen auf der diesjahrigen Natur-
forscherversammluug in  Giessen kennen gelernt habe, zeigen in
hundertfachen Combinationen durch Zerlegung und ncue Verbindung
der Theilgestalten den Zusammenhang der Raumverhiltnisse.

Wiihrend diese Modelle durch die Construction den gestalt-
lichen Zusammenhang darzulegen versuchen, Lisst sich derselbe auch
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von theoretischer Seite aus den entwickelten Formen ableiten,
letzterer bestitigt was erstere zeigen und erstere fiihren aus, was
letzterer angedeutet und ergiinzen sich somit auf das innigste.

Aus den entwickelten Formeln ist ersichtlich, dass das pyramidale
System mit dem tesseralen in Counex tritt, wenn die Axe ¢
einen rationalen Werth erhilt, hierdurch wiirde aber auch ecine
krystallographische Transponirung des Systems selbst miglich ;
anders verhdlt sich das rhomhoédrische System, welches bhei
Annahine der Axe ¢ =V 3also (001) (111) = 63026’ 10" oder
— (201) (T11) = 1160 34’ selbst bei Fortbestand des Systems in
einen innigen ableitbaren Verhiltnisse zum tesseralen System steht.

Die im naechfolgenden angebenenen Zahlen werden mehr als
Worte die gegenseitige Ableitbarkeit der Formen demonstriren.

Fiir die orthohexagonalen Gestalten ist die Hauptaxe ¢c=V'3
angenommen.

Um die hier angewendeten krystallographischen Zeichen in
die anderen Schulen zu transponiren, verweise ich auf die
bekannten Vergleichstabellen 7).

Ve = (210) =

v (131) =

V, (100) =8
Ve (111) =3
Vﬁy.(m)=§
Vi (110)= V= (112) =2
" o
4
o) =z
Vo (211) = V, (113) = ¥, (021) = ¥, = (221) — 1
3
1
2
2
5

1) Vergl. Schrauf: Atlas der Krystallformen des Mineralreiches I, [eft, so wie
Lehrbuch der physikalischen Mineralogic. I. Theil, Cap. 22.
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@) =3
fcx(zzi):%
o=
Ve (310) =7
o(3)=F(138) =
Vor (321) = ¢
o (321) = o
o) =
o) =g

Aus diesen Zahlen lassen sieh vielfache Vergleiche darstellen
und es bleibt dann Aufgabe des Modelleurs, dieselbe auch praktisch
durchzufilhren; dass sic aber fiir die Kenntniss der Formen nieht
ohne Interesse sind, mag man aus Beispicle crkennen, dass das
Volumen

cines Hexadders dem zweier Rhomboéder (0=V§)_

das eines Rhomboéders gleich dem 2 Rhombendodekaéder;

das eines lkositetraéder dem einer dihexagonalen Pyramide
gleich ist.

Bravais hat vor lingerer Zeit versucht, die Ausbildung der
einzelnen Formen von Oberfliche und Volumen abhingig zu
machen, ohne entscheidende Resultate zu erringen; maglieh, dass
mit dem Fortschritt der Theorie auch dieses Capitel der Krystall-
physik seiner Lisung nahe riickt.




